PE CUONG ON TAP
TOAN A3 va TOAN CAO CAP 2

BO TUC KIEN THUPC (NHAC LAI)

I. PHEP TiNH VI PHAN CUA HAM MOT BIEN

1. DAO HAM CAP 1
a) Bang dao ham co’ ban

(X“)' =a-X“* (aX)=aX Ina (ex)‘ =e"
(log, x) = xli] " (inx) :% (sinx) = cos x

SR . 1 .
(cosx) =-sinx (tgx) = (cotgx) =%

sin ©

(arcsin x) = \/:7 (arctgx) = 1+1x2
b) Cac quy tac tinh dao ham

(U+Vv) =u +v (U-v) =u -v (c-u) =c-u

(uv)' = ulv+uvl (Ej _uv-uv,

\" V2

c) Pao ham cua ham hop
Néu y = y(u), u=u(x) thi y=y[u(x)]1a ham hop ctia x. Khi dé Y, =Y, -U,

Bang dao ham cia ham hop

(u“):a-u“‘lu' (a”)za” Ina-u (e“):e”-u'
[ 1 u R ' 1
logau) =—— Inu) =— sinu) =u cosu
ogau) - (nuy =" sinu)
(cosu) =-u sinu (tgu) =2 (cotgu) = —— >
cosu sin“ u
N u - u u'
arcsinu) = arctanu) = Juy=——
(arcsinu) = - (arctanu) = (uy=57
Vi du 1. Tinh dao ham ciia cac ham s6 sau day
a)y = (x? —3x + 1)e* b)y = In(sin — 2cosx)
C) y = (e2c0sx=x%) d) y = sin(3lnx — 2%)
e) y = tan(x* — 3x) f) y = arctan(e®* + 1)
Vi du 2. Tinh dao ham ciia cac ham s6 sau day
. 1
a) y = (sinx)* b) y = (cosx)*"™* C)y=(1+x)x

2. DPAO HAM CAP CAO

Pao ham céap hai: y' = ")

Pao ham cép n bit ki: dao ham ciia dao ham cép 2 goi la dao ham cép 3.
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Téng quat : dao ham ctia dao ham cdp n - 1 goi 1a dao ham cip n, ky hiéu y(n). Nhu vay :
y®™ = (Y

Quy uoc : y(o): y

Vi du 3. Tinh dao ham cap hai cia cac ham so sau day

a) y = cos?x b)y = In(x + Va + x2)

d) y = In(cosx + 2sinx) e) y = arctane”®

)y =(x?+x—3)e*
f)y = xe3* +x3

Vi du 4. Tinh dao ham cép n cua cic ham sb sau day

ay=e¥ b) y = sinx C) y = cosx

3. VI PHAN
a) Vi phan cap 1

Néu ham s6 y=f(x) c6 dao ham y’(x) thi ta n6i f(x) kha vi tai x. Biéu thtc y’(X)dx duoc goi 13 vi phan (cdp 1) cia
ham s6 d6 va ky hiéu 1a dy hay df. Nhu vay :

dy=ydx hay df=f (x)dx

b) Vi phan céap cao
Vi phan cua vi phan cép mot duogc goi 1a vi phan cép hai, ki hiéu d?y, va dugc tinh bai cong thirc
dy = d(dy) = y"dx’
Téng quat : vi phan cta vi phan cip n — 1 duoc goi 12 vi phan cp n, ky hiéu d "(y). Cong thirc tinh vi phancip
n:
d"y = y™dx"

Vi du 10. Tinh vi phan ctia cic ham sb sau day

a) y=In(x*+x+1) b) y= e +x3 C) y=sin(In x +2%)
;o 2x+1 o 2x+1
Giai 1) y' = xZ+x+1 = dy = xZ2+x+1

Vi du 11. Tinh vi phéan cip hai ciia cac ham s6 sau day

a) y =In(sin x — cosx) b) y = 0% C) y = arctan(e®)

Il. PHEP TiNH TiCH PHAN CUA HAM MOT BIEN

II.1. TIiCH PHAN BAT DINH

1. BANG CAC TiCH PHAN CO BAN

a+l
+C, a=#-1

jxo‘dx=X
a+1

X
[a¥dx=2—+C

Ina
jexdx:eX+C = J.eaXdX=%eaX+C,a¢O
J%:In\xhc jlx)dx:ln|f(x)+c
X = i)
jsin Xdx = —-cosx +C = fsin axdx = —Zcosax+¢a =0

[cosxdx =sinx+C

) d); =tgx+C

COS™ X

jcosaxdx=§sinax+c;a¢0

I_d)z( =—cotgx+C
sin“ x



) d =arcsinx+C
\ll—x2
dx 1 X
f 2=arctgx+C = Jz 2=5arctga+c,a¢0
1+X a +X

2. CAC TINH CHAT CO BAN :
- JIf () + g(0)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
- [cf(x)dx = ¢ [ f(x)dx
3. CAC PHUONG PHAP TiNH TiCH PHAN BAT PINH
a) Phén tich thanh tong céc tich phin co ban
Vi du 1. Tinh céc tich phan sau day
a) [(x3 — 22 + Vx )dx b) [ (2% + 4e* —2)dx

) | sitrcort

Vi du 2. Tinh céc tich phan sau day

d) [(2cos2x — 8sindx)dx

smzx cos2

a) [ tanx dx b) [ i;:i
axt1 g *d

b) Phuwong phap tich phin tirng phan
Cong thirc : JU dv=uv-— deU

Luu ¥ chon sao cho d& tim du, v va tich phan méi phai don gian hon tich phan ban dau.

Vi du 3. Tinh cac tich phan sau diy bang phuong phap tich phan timg phan
a) [ x%lnx dx b) [(x + 1)cosxdx

c) [ xe**dx d) [(2x — 1)sin2xdx
¢) Phuwong phap doi bién sé
e Caic buédc thuc hién:
- chon bién s6 méi, tinh vi phin ciia né.
- viét tich phdn ban dau theo bién sé mdi va tinh tich phén thu dwgc theo bién sé mdi.
- trd két qud vé bién sé ban ddu.
e Ta thwong gip hai loai doi bién s6 sau :
- tich phan can tinh gan gidng véi tich phan co ban, chi khéc 14 vi tri ciia x dugc thay bang ax + b.
Chang han : [(3x — 7)5dx ; [In(x + 1)dx
Trong truong hop nay tadatt=ax + b
- Biéu thirc du6i d4u tich phan c6 dang f (x).[g%(X)] hodc f(x) /[g"(X)] trong d6 g’(x) = a.f(X).
trong truong hop nay ta dat t = g(x).
Vi du 4. Tinh céc tich phan sau ddy bang phuong phap d6i bién sb

)f b) [ xV2 + x2dx o) [ sinx d) [ x(1 — x)2998dx

1+cos?x

xln2



I.2. TICH PHAN XAC PINH

1. CONG THUC CO BAN

trong do F(x) 1a nguyén ham cua f(x)

2. TINH CHAT
Tich phan xéc dinh ciing ¢6 nhiing tinh chét twong ty nhu tich phan bat dinh. Ché“ing han, quan hé gitta dao ham
va tich phan ¢ ddy duoc phét biéu nhu sau :

([T f®dt) = fQ; [ f'(©dt = f(x) + ¢

3. CAC PHUONG PHAP TiNH TiCH PHAN XAC PINH
Tich phan xac dinh cling dugc tinh nhu tich phan bét dinh, véi luu via:
- Cong thitc tich phan ting phén :

b
—jvdu

- Khi d6i bién s6 thi phai déi cin theo bién s6 méi.
Cac budc thyuc hién:
- chon bién s6 méi, tinh vi phan cua nd
- ddi can tich phan theo bién s6 méi
- viét tich phan ban dau theo bién s6 mdi va tinh tich phan méi.
Vi du 1. Tinh céc tich phan xac dinh sau day

wl?2 (5] 1
a) [xcosxdx b) [ X2 In xdx c) je*&dx
0 1
0 } dx H Ism(ln X)dx
o 1+\/3T I X



Chwong 1
PHEP TiNH VI PHAN CUA HAM SO NHIEU BIEN SO
1. HAM NHIEU BIEN.

Ham nhiéu bién

Cho tap hop D — R". Quy tic f dit twong ing mdi diém (X1, Xp, ..., xn) € D v6i mét sé thiwee duy nhat, ky
hi¢u f(X1, X2, ..., Xn), dwoc goi 13 ham n bién xac dinh trén tip hop D.

X1, X2, ..., Xn gO1 la cac bién s6 doc lap, f(x1,X2, ...,xn) 1a gia tri cia ham n bién ung voi diém (X1, Xy, ..., xn)eD.
Thong thuong khi cho ham sb, ngudi ta phai cho trudce tap xac dinh D va cho quy tic f dé co thé tinh duoc gia
trj trong ing cta ham sb tai mdi diém thude D.

Tuy nhién, trong nhiéu trudng hop, nguoi ta chi cho quy tic f ma khong cho tip xac dinh. Khi d6, ta quy udc
tap xac dinh D cia ham s6 1a tip hop cic diém (X1, X2, ..., Xn) € R" sao cho gia tri ciia biéu thirc
f(X1, X2, ..+, Xn) 12 50 thue x4c dinh.

Vi du 1. Cho f(x, y) = x* — y2 + xy. Rd rang 1a ung v&i mdi cdp (x, y) € R? ta lai xac dinh duge mot gia tri duy

nhét cta z (ching han, gid tri cua z tai (2-1) 12 z = f(2,-1) = 25 — (=1) + 2.(-1) = 5. Vay day 1a mot

ham hai bién. Tap xac dinh ctia ham s6 1a ca khong gian R2.

2. DAO HAM RIENG VA VI PHAN
1. Dao ham riéng (cap 1)
Céc dinh nghia trong muyc nay chi phat biéu cho ham 2 bién. Dbi v6i ham nhiéu bién hon, ta cé dinh nghia
tuong tu.
Cho ham hai bién f(x, y) xac dinh trén tap hop D.
Néu xem bién s6 y nhu héng s6, ta c6 ham mét bién theo x. Léy dao ham cua ham sd thu duoc theo X, ta goi do
. ' 0z
12 dao ham riéng theo X ctia ham hai bién da cho, ki hiéu 1a £y hoic -
Twong ty, néu xem X 13 hing sd, ta c6 ham mot bién theo y va ta ciing tinh dugc dao ham riéng theo y ciia ham
hai bién, ki hicu 14 Z, hoge 22
ai bién, ki hiéu 1a Zy hoac 3y
Vidu. Chohamsd z = x° — y? + xy.

Xem y 1a hang sd, ldy dao ham cta ham sé nay theo X, ta c6 Z, = 3X2 +Y.

Tuong ty, ¢ dinh x (xem nhu hing sd) va tinh dao ham theo y, ta c6 dao ham riéng theo y la

z, = —2Y + X
y
Vay, thuc chat dao ham riéng theo tirng bieén so0 1a dao ham cia ham mot bién khi xem cac bién so con lai
nhu hang so.
Vi du. Tinh c4dc dao ham riéng cta cdc ham so sau day

a) z=§ b) z=1In(x? + y%)
c) Z= ey d) z:sin(xy—yz)

2. Vi phan cap 1



e Khdi ni¢m : Cho ham hai bién z = f(x, y) x4c dinh trén tap hop D va c6 cac dao ham riéng z, z'y. Khi do, biéu
thirc dz = z’ydx + z’, dy dwoc goi 1a vi phan (toan phan) ctia ham hai bién da cho.
Dbi voi cac ham sd nhiéu bién hon ta c6 dinh nghia twong ty. Chang han, ham 3 bién w=f(x,y,z) c6 vi phan toan
phﬁn la dw=w’ydx + w'ydy + w’dz
Vidu. Him s6 z = x3 — y2 + xy €0 vi phan la

dz = (3x2 + y)dx + (x — 2y)dy.
Vi du. Tinh dao ham riéng va vi phan cta ham sb

a) z=x3y? - xy*

b) z=In(xy + y? - X)
C) z = cos(xy +1) d) z = arctg(xy)
3. Pao ham riéng cap cao

e Dao ham riéng cip hai

Cho ham hai bién z = f(X, y) c6 cac dao ham riéng Zy, Zy Ta goi day la cac dao ham riéng cip mot. RS rang
chung déu 12 ham hai bién nén lai c6 dao ham riéng cua minh. Pao ham riéng cuia dao ham riéng cép mot duoc
goi 12 dao ham riéng cap hai ctia ham sb ban dau.

Ta c6 4 dao ham riéng cip hai sau day:

(], =2 (5, = o], = (5], 5

véi cac tén goi 1an luot 13 : dao ham riéng cap hai theo X hai 1an; dao ham riéng cp hai theo X rdi theo y; dao
ham riéng cap hai theo y r6i theo x; dao ham riéng cép hai theo y hai lan.

Céc dao ham riéng cap hai con duoc ki hiéu lan luot 14

0’z %z 0%z 0%z

ox2  oyox ' oxoy' 8y2

3

Vidu. Him s6 z = x° — y2 + xy c6 cac dao ham riéng cip mot 1a

Z, = 3X2 +Y, z'y = —2y + x. Ta tinh tiép 4 dao ham riéng cap hai:

Zpo = 6X, Zyy = 1; Zyy = 1, Zy2 = -2.

yX
Piéu nay ding cho moi ham s6 ¢6 cac dao ham riéng lién tuc. Cu thé, ta c¢6 dinh 1y :

Ta nhan thay cac dao ham riéng cap hai hdn hop bang nhau, nghia la Zl)l(y =Z

e Dinh Iy Schwarz : Néu trong mét lan cén nao dé ciia diém (x, y) ham 7 = f(x, y) ¢6 cdc dao ham hén hop va
cac dao ham nay lién tuc tai (x, y) thi z"xy (x, ¥) =z (X, )

Do d6, ¢ cac vi du sau, doi véi ham hai bién ta chi can tinh 3 dao ham riéng cap hai: z Zyy, Z2-
X y

Dinh 1y Schwarz ciing duoc mé rong cho ham nhiéu hon 2 bién va cho dao ham cép cao hon, chang han :

Zxyz = Zyxz = Lzxy = -

Vi du. Tinh cac dao ham riéng cap hai ciia ham s6

a)z=¢eY b) z=|n(§j

c) z = arctg(xy) d z=x3+y3—xy
e Dao ham riéng cép cao
Pao ham riéng ctia dao ham riéng cdp n — 1 goi 1a dao ham riéng cip n cua ham sb da cho.



4. Vi phan cap cao
e Vi phin cdp hai : Vi phan cua vi phan cdp 1 ciia ham hai bién z = f(x, y) duoc goi 1a vi phan cép 2 cua ham
do, ky hiéu d?z.
D@ dang tinh dugc vi phan cdp hai ctia ham hai bién 1a biéu thuc:
d°z = d(dz) = z')'(zdx2 + Zz;ydxdy + z;,zdy2

Vidu. Him s0 z = x3 — y? + xy ¢6 cac dao ham riéng cap hai:

Zo = 6X, zyy =1 zyy =1, Zy2 =-2.
Vay, vi phan cép hai ctia ham s6 d0 13 : g27 — exdx? + 2dxdy — 2dy?.

Vi du 13°. Tinh vi phan c4p hai ctia ham sb 7 — arctg X

Vi du 14. Tinh vi phan cép hai ctia ham s
a)z=¢Y b) z=1n(:® + y?)

C) z=xy? + x°y° d) z=sin(x* - y%)

o Vi phén cdp cao -
Vi phén ciia vi phan cép (n — 1) goi 1a vi phéan cip n.

3. CUC TRI CUA HAM HAI BIEN
1. Khai niém
Cho ham s6 f(x, y) xac dinh trén tap hop D. Mg(Xo, o) € D. Ta ndi My 1a diém cuc dai caa ham s f(x, y) néu tai
cac diém M(X, y) nam xung quanh Mg, M = My, ta c6: f(x, y) <f(Xo, Yo), hay f(M) < f(Mg) (nghia la f(M) —
f(Mo) < 0))
Tuong tu ta co khai niém diém cuc tiéu khi thay bat dang thuc f(M) < f(Mg) boi bat dang thire f(M) > f(M).
Diém cuc dai, cuc tiéu goi chung la diém cuc tri.
Vi du 1. Xét ham s6 f(x, y) = x2 + y2 - 2x + 3 va diém My(1, 0) e D =R2,
Gia sir M(x,y) 1a diém bat ki thudc tap xac dinh, nam xung quanh diém Mo, M = Mo.Ta c6
f(M)=f(x,y)=x>+y>—2x+3; f(Mg)="f(1,0)=2
Suyra
f(M)=f(Mg)=x2+y? —2x+1=(x-1)?+y> >0, do M = My
Vay, f(M) > f(Mo). Suy ra Mg 1a diém cyc tiéu ctia ham s6 da cho.

2. Diéu kién cé cwe tri
a) Piéu kién can : Néu f(x, y) c6 cuc tri tai Mo(Xo, Yo) € D va tai diém d6 ton tai cac dao ham riéng thi cac dao
ham riéng tai d6 phai bang 0:
fx(Mg) = f(Mg) =0.
Diém ma tai d6 cac dao ham riéng bang 0 duoc goi 1a diém ding ctia ham sb.
Vi du 2. Ham s6 cho ¢ vi du 1 ¢6 cac dao ham riéng;

2x =0 X e hamd didm dimg 13 Mo(L, 0
Av ham s c6 mot didm du \
Z'y:O y =0 ay ham so c6 mot diém dung 1a My(1, 0)

Luwu y: Dinh 1y chi néi day 1a diéu kién can, khong phai 14 diéu kién du, nghia 12 néu Mg 1a diém dung thi day 1a

z'X:2x—2,z'y:2y:>{

diém nghi ngd c6 cuyc tri, nhung chwa thé két luan ngay diéu do.



b) Piéu ki¢n dii dé ham dat cuwc tri
Dinh Iy : Cho ham s6 z = f(x, ). Gia st Mo(Xo, Yo) € D 1a diém dimg cua ham sb f(x, y) va tai Mg ham sb ¢6 céac
dao ham riéng cap hai 1a

A= f;Z(Mo)- B = f>I<'y(M0),C = f;Z(Mo)‘ Khi dé:

-Néu A=|A B|_ A . thi ham sd dat cuc tiéu tai Mo.
e

-NéuA=|A B
B C

-Néua=A B
B C

.0, A <o thiham sb dat cuc dai tai Mo.

<o thi ham sb khong co cuc tri tai Mo.

A B
B C

Luu y: Néu A=

‘ _ o thi khong str dung duogc dinh 1y trén. Trong truong hop d6 ta ¢ thé phai dung dinh
nghia cyc tri cia ham s6.
3. Cac bude tim cyec tri ciia ham hai bién

Ttr hai dinh Iy trén suy ra cac budc can thuc hién dé tim cuc tri ctia ham hai bién z = f(x, y) 1a:
1. Tim tap xéc dinh.

2. Tinh cic dao ham riéng cip 1 ctia ham sé di cho. Giai hé phwong trinh Z'X =0 48 tim diém
zy =0
dung.
3. Tinh cac dao ham riéng cp hai z",2,2"y,, z",2 Tai mdi diém dung tinh A, B, C va A (dinh thic
cép hai tao boi A, B, C) roi xét ddu A.
4, Két luan vé cuc tri ciia ham sb dé cho va tinh gia tri cuc tri (néu co).
Vi du 3. Tim cuc tri (néu c6) ctia ham sb : z = x>+ 3y?- 3x - 6y

Gidi
- Tép xac dinh cua ham s6 di cho 1a D = R%
- Tim diém dimg :

1 @
z',=0 y=1
Ham s6 c6 hai diém dimg 1a My(1, 1), Ma(-1, 1)

- Céc dao ham riéng cap 2 : Z')'(Z — 6, Z';(y —0, ZI;IZ ~6

Z'xzo X:il
2x=3x*-3;72'y=6y -6 =

- TaiMy(1,1):
A=175(M;)=6, B=27,(M;)=0, czz"yz(lvll)ze

6 0 va A =6 >0 nén M; 1a diém cuc tiéu. zmin=- 5
A= =36>0
6
Tai My(-1, 1) :

A=27 5(M;)==6, B=2,(M;)=0, C=z"y2(M1)=6

—6

y nén M, khong phai 1a diém cuc tri.
|o

=-36<0

Vi du 4. Tim cyc tri cia cadc ham so sau day

a) z=5xy - x° - y° b) z:§+§+y
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c) z=x*+xy+Vy* -3x-6y; d) z=x>+y® +6xy

4. CUC TRI CO PIEU KIEN CUA HAM HAI BIEN

1. Khai niém
Ta da xét bai toan tim cyec trj ctia ham hai bién z = f(x, y), trong d6 cac bién sb X, y khong bi rang budc boi diéu
kién gi. Ta goi do 1a cuc tri tu do hay cuc tri khong diéu kién.
O muc nay ta xét bai toan tim cuce tri ctia ham hai bién z khi X, y bi rang budc v6i nhau boi mot diéu kién nao
do.
Ta néi ham sé z = f(x, y) dat cwe dai tai diem Mo(Xo, Yo) vdi diéu kién @ (X,y) = 0 néu ton tai mot lin cin D
cia diém My sao cho f(M) < f(Mo) véi mei diém M e D, M =My, théa mén diéu kiéng (M) = 0.
Thong thuong phuong trinh ¢ (X, y) = 0 cho ta mot duong cong C nao d6. Nhu vay ta chi so sanh f(M) véi f(Mo)
khi diém M nam trén C ma thoi.
Tuong tu ta c6 khai niém cuc tiéu c6 diéu kién.
2. Piéu kién ¢6 cure tri : Ta thira nhan cac két qua sau :
a) Diéu kién cin : Gia sit Mo(Xo, Yo) 12 diém cyc tri cia ham sb z = f(x, y) vé6i dicu kién ¢ (x, y) =0, trong do6
f(X,y), @ (X, y) la cac ham s6 c6 dao ham riéng lién tuc.
Khi d6 ton tai sé A sao cho

(%0, Y0) + 40(¥0, Yo) = 0

fy(X0: Yo) + A9y (X0: Yo) = O (1)

¢(X0, Yo) = 0
S6 A 1a mot sd chua biét ta can phai tim goi 1a nhan tir Lagrange.
Ham s6 L(x, y) = f(x, y) + 1¢(x, y) dugc goi 1a ham s Lagrange ung véi f(x, y) va diéu kién ¢ (x, y) = 0.
Piéu kién (1) cho thdy My chinh 13 diém dung cua ham s6 Lagrange va thoa man thém phuong trinh

¢ (xy)=0.
b) Diéu ki¢n dii : Gia su diem My(Xo, Yo) thoa man (1).
Xét vi phan cip hai ctia ham sb L(x,y) tai diém Mo:

d®L(Mg) = L »(Mq)dx® + 2L (Mg)dxdy + L"yz(MO)dyz, trong d6 dx, dy khong ddng thoi bang 0 va bj rang

bude boi dicu kién dp(Mg) = ¢ (M)dx + gy (Mg)dy = 0.
Nguoi ta chimg minh duoc rang:

- Néu dZL(MO) >0 thi My 12 diém cuc tiéu c6 diéu kién ctia ham sd di cho.

- Néu d?L(Mg) < 0 thi Mo 1a diém cyc dai c6 didu kién ctia ham sé da cho.

Nhu vay, dé tim cuc tri cua ham sé z =f(x, y) véi didu kién o(x, y) = 0, ta thyc hién nhu sau :
- Tim tap xéc dinh ctia ham s6 z = f(x, y)

- Lap ham s Lagrange L(x, y) = (X, y) + Ag(X, y).

Tinh cac dao hamrieng L'y, L'y roi giai hé phuong trinh

L' =0
L', =0
»(x,y)=0

dé tim cac diém ding ctia ham sb Lagrange.

- Tinh vi phén cép 2 cta L(X, y).

- Tai mdi diém dirng (Xo, Yo) xét ddu vi phan cip 2 ctia L(Xo, Yo) rdi cin ctr vao dé dé két luan.
9



Vi du. Tim cuyc tri ctia ham s6 z = 6 — 4x — 3y voi diéu kién x2 + y? =1.
Giai. O day : f(x,y) =6 —4x—3y

va oX,y)=x2+y2-1
- Ta ¢6 ham sb Lagrange

L(xy)=6-4x-3y+ (2 +y?-1) Dodd Ly =—4+24x, Ly = -3+ 21y

L'y=0
Giaihé{L'y =0 tatim duoc hai diém ding
px,y)=0

4 3 5 4 3 5
Ml(g?gj’ﬂlzé ; MZ(‘E?‘EJ’*F‘E

- Tinh vi phén cép hai ctia ham Lagrange :
Lo =24, Ly =0, L, =24

= d?L(x,y) = 24dx® + 24dy? = 2A(dx> + dy?)
- Tai M; ta 6 A = 5/2 nén vi phéan cép hai 1a d2L(M;) = 5(dx? + dy?) >0
Vay M 1a diém cyc tiéu ¢ diéu kién ctia ham sé di cho véi Zmin = Z(Mp) = 1.
- Tai M, ta €6 A = - 5/2 nén vi phan cip hai la
d2L(My) = - 5(dx2 + dy?) < 0
Vay M, la diém cuc dai c6 diéu kién ctia ham sd d3 cho véi Zmax = Z(My) =11.
Vi du. Tim cyc tri ctia ham s6 z = X + 2y voi diéu kién X2 +y2=5
Vi du. Tim cyc tri ctia ham s6 z = X.y2 v6i didu kién x2 + y2 = 25
Luu y. Néu tir diéu kién ¢(x, y) = 0 c6 thé tinh duoc y theo x (hodc x theo y) thi thay vao ham sé z = f(x, y) da
cho, ta s& duoc ham theo x (hodc theo y). Khi d6 bai toan tim cyec trj c6 diéu kién cia ham hai bién duoc dua vé
bai toan tim cuc tri ciia ham mot bién theo x (hoic theo ).

24 y? —2x+2y -5 voididukienx +y = 1.

Vi du. Tim cyc tri cua ham s6 2 =X
Gidi : T didukien x +y = 1tacody = 1 — x. Thay vao z thi duoc :
Z=x+(1-x)-2x+2(1-x)-5=2x*—6x -2
Ham s6 dat cyc tiéu tai diém X = 3/2 VA zyin = -13/2.
Vi du. Tim cyc tri cia ham $6

a) z=x.y* v6i diéu kién x2 + y2 = 25

b) z=xy véi diéu kién 2x + 3y —5 = 0.
Vi du. Tim cuc tri ciia ham sé z= X*+y?-xy+x+y-4 véi diéu kién x+y+3=0,

4. CUC TRI TUYET BOI (GTLN, GTNN) CUA HAM HAI BIEN

Ta xét bai toan tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhét (con goi 1a cuc tri tuyét d6i) cia ham hai bién f(x,y) lién tuc
trén mién dong va bi chin D.
Ciing nhu véi ham mot bién, cuc tri tuyét ddi co thé dat dugc tai cac diém cuc tri & trong mién D hodc trén bién
ctia D. Do d6, mudn tim cuc tri tuyét ddi ctia ham f(x,y) trén mién D, ta can

- tim céc diém cyc tri ¢ trong mién D

- tim céc diém cuyc tri & trén bién caua D
Bai toan tim diém cuc tri trén bién ctia D chinh 1a bai toan tim cuc tri cua ham sd di cho véi diéu kién
o(x, y) =0, trong d6 ¢(X, y) = 0 la phuong trinh cua duong bién cua D.
Trong thuc hanh, ngudi ta chi can 1am nhu sau ;
- Budc 1 : Tim diém dimg cta f(x, y) bén trong mién D (diém ¢ trong D ma ta nghi ngd c6 cuc tri). Mudn thé ta
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giai h¢ phuong trinh z,= 0, z’y = 0 v6i (X, y) € D.
- Budce 2 : Tim diém nghi ngo 1a diém cuc tri & trén bién cua D. D6 la nhitng diém nghi ngo la diém cuec tri v6i

I',=0
didu kién ¢(x, y) = 0. Mudn thé ta 1ap ham sé Lagrange va giai hé phuong trinh { L', = 0
p(x,y) =0

- Budc 3 : Tinh gia tri cua z(X, y) tai cac diém thu dugc & hai budc trén va so sanh dé chon ra GTLN, GTNN.
Lueu §: néu D la mét da gidc 16i thi dé dang chitng minh dwoe rdang diém nghi ngo cé cuc tri & trén bién cia D
chi ¢6 thé la cdc dinh ciia da gide. Do do, trong trwong hop nay, thay vi gidi hé phirong trinh & bude 2 ngueoi ta
chi can tim toa dé cdc dinh cia da gidc.

Vi du. Tim GTLN, GTNN cua ham s z = xy trén mién D x4c dinh béi x* + y* <4.

D 14 hinh tron tim & O(0, 0), ban kinh bang 2.

e Tim diém dirng ¢ trong mién D :

z' =
ZI

y =0

¢ Tim diém dung trén bién mién D :

Giai hé phuong trinh { ta dugc diém dimg O(0, 0). Piém nay & trong mién D.

Bién ciia mién D c6 phwong trinh x* + y*- 4 = 0.
Xét ham sb Lagrange L(x,y) = xy + A(X* + y?- 4)

L'y=0 x2 = yZ
Giai h¢ phuong trinh < L'y =0 = {xz +yi=4
ox,y)=0

Taco 4 didmdimg: (VZNZ); (—V2 —V2); (V2 —VZ); (—VZ2);

e Tinh gid tricua z tai 5 diém tim duoc ¢ trén:

Z(0,0)=0;

?(VZNZ) = 2; 2(—VZ —VZ) = 2; z(V2,—2) = —2; 2(—V2NZ) = —2

Suy ra GTLN cua z la 2, dat tai (vV2,v2) va (—v2,—v2). GINN ciia z 1a (-2), dat tai (vV2,—V2) va

(—V2,v/2).

Vi du. Tim GTLN, GTNN ctia ham s z = x> +y?- 4x - y trén mién D
gidi han boi cac duong x=1, y=1, x+y=3. 1

D la tam gidc déng ABC, x4c dinh béi diéu kién }

1<x<2,1<y<2vax+y<3 \ B

>

e Trudc hét ta tim cac diém ding & trong mién D
{z’x=0 {2x—4=0 C

Z,=0 7 2y-1=0 il
o {x=2 N .
y= 10,5 1 3N\ g

Diém nay khong & trong mién D.

e Bién cua D 1a cac canh ctia mot tam giac nén diém nghi ngd c6 cuc tri chi c6 thé 1a cac dinh A, B, C.
e Tom lai, chi co 3 diém nghi ngd ¢o6 cuc tri la A, B, C.

z(A)=z(1,1)=-3

z(B)=z(1,2)=-1

z(CO)=z(2,1)=-4

VayzcOGTLN laz(B)=-1;GTNNIaz (C)=-4

Vi du. Tim GTLN, GTNN ctia ham s§ z = x* + y?—xy - X - y

trén mién D x4c dinh béi x <0,y <0, x +y>-3

Vi du. Tim GTLN, GTNN ctia ham s6 z = x* — y* trén mién D x4c dinh boi X% + y? <4.

Vi du. Tim GTLN, GTNN cta ham s z = xy? trén mién D xéc dinh boi X* + y? <25
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BAI TAP
1. Tinh cac dao ham riéng cua cic ham sé sau day tai diém di chi ra

a) z=x% —3xy+ y?, (1,-1) b) z = xye* , (0O,2)

C) z= XX y 1,-1) d) z=Inyx® +y?, (0,1)

2. Tinh cac dao ham riéng va vi phan cap hai cua cac ham so6 sau day

a) z = 3x% — 2xy + 3y? by z = ¥
X—y

c) u = xe¥ + ye* + ze* d)z = In(3x — 2y)
3. Tim cuc tri cua cac ham sd sau day

) z=4—x2 —y? b) z= XY

c) z=xy+%+i d) z=23+y3+3x? -3y-12x-4
4. Tim cyc tri voi diéu kién cta cac ham s sau day

a) f(x,y) = xy, x +y =100 b) f(x,y)=x2 +y2, x +y =10

c) f(x,y)= x + 3y, xy = 64 d)z=6-4x—3y,x*+y*=1
5. Tim GTLN, GTNN ciia ham s6 z = x2 + 2y? — x trén mién x2 + y?® <1

CHUONG II. TICH PHAN HAM NHIEU BIEN

1. TICH PHAN HAI LOP
1. Khai niém
Cho ham hai bién f (X, y) xac dinh trén tap hop D R?. Ta xét tich phan cua ham sb nay lay trén D va goi day
la tich phan hai 16p, ki hi¢u [[ f( X,y )dxdy . O day, f (x, y) la ham s6 ldy tich phan, D la mién ldy tich phan,
D
dx, dy 1a vi phan cta X, y (dé chi rang tich phan duoc ldy theo cic bién s X, y).
2. Tinh chét
Tich phéan hai 16p ¢6 cac tinh chét trong tu nhur tich phan xac dinh:
1. [[cf (x,y)dxdy =c[[ f(x,y)dxdy, c=const
D D

2. [[LF(xy)+9(x,y)ldxdy = [[ f(x,y)dxdy + [[ g(x,y )dxdy
D D D

3. Tinh chét bao toan quan h¢ thu ty :

Néu f(xy) <g(xy) Ve(xy) € D thi [] £ 0x yydxdy < [[ g (x, y)dxdy

D D
4. Tinh chét cong tinh :
Néu mién l4y tich phan D duoc chia thanh hai mién nho Dy, D, khéng dam 1én nhau thi

j j f (x,y)dxdy = j j f (x, y)dxdy + j j f (x, y)dxdy

D

5. ” dxdy = S(D) v6i S(D) 1a dién tich cia mién D.
D

3. Cach tinh tich phan hai lép
Cong thuec tinh tich phan ctia ham hai bién phu thudc vao hinh dang cta mién D.
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Sau déy ta xét mot vai truong hop dic biét di voi mién 1ay tich phén.

a) Mién ldy tich phén la hinh chir nhdt xac dinh boi

a<x<b d
(a, b, c, d =const)
c<y<d a b,
(Céc canh cua hinh chit nhat song song véi hai truc toa do)

Khi do6 ta c6 cong thire tinh tich phan hai 16p: c

j j f(x, y)dxdy = j dx j f(x,y)dy = j dy j f(x,y)dx (1)

D a
Céc tich phan & vé phai dugc tinh theo thir tu tir phai sang trai, trir khi cc tinh phan doc 1ap voi nhau thi c6 thé
tinh ching cung luc.

0<x<2
] L N 2 N d A 1
Vi du. Tinh tich phan hai 16p g( X< — y)dxdy , trong d6 D xac dinh bai: {—13 y<3
Céch1:
3
2 3 2 2
jj(xz—y)dxdyzjdxj(xz—y)dy:j(xzy—yz) dx
D 0 -1 0 y=_1
2 4 > 8
= [(4x% —4)dx =(=x3 -4x)| ==
0 3 0
Céch 2:
’ ) 2 ’ 3 2 3
[J(x= —y)dxdy = [[ x“dxdy — [[ ydy =[ x“dx [dy — [dx [ ydy
D D D 0 -1 0 1
2 3
3 2
X 3 2., Y 8 8
(X (Y] )=24-24=°
OO -0 =3 -
0 -1
Vi dy. Tinh tich phan hai lop [[ X2 ydxdy , trong d6 D xéc dinh boi: { Olix S<23
—1< y <
D
Vi dy. Tinh tich phan hai 16p [[(2X+ y )dxdy, trong d6 D 14 hinh chit nht gi¢i han béi cac dudng thing:
D

x=1,x=3,y=0y=4.
b) Mién ldy tich phdn la hinh thang cong xac dinh boi:
as<x<b
(a, b =const)
Yi(X) <y <y,(X)

A

Y = Yo(X)

a b y=37/
S

_ {4~

Y = Yi(X)

O day bién ctia mién D c6 it nhat mot canh song song véi Oy. Khi d6
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b Y2(X)

jjf(x,y)dxdy: jdx j f(x,y)dy (2)

a X

C) Mién ldy tich phén la hinh thang cong xéc dinh boi:
{Xl(y) <X <X (Y)

(c, d =const)
c<y<d

A
A

d

X = X1(Y) %: Xzfy) - X?a_ £7

1 ‘ [

c
c
Trong trudng hop nay thi bién cia mién D c6 it nhat mot canh song song véi Ox. Khi d6
d X2 (Y)
[[ foy)axdy=[dy [ f(xy)dx (3)
b ¢ % (Y)
A . . | 0=sx<1
Vi dy. Tinh tich phan hai 16p [[ xydxdy , trong d6 D xac dinh boi: {XZ e
<y<x
D
1 X 1 X
H xydxdy = jdx j xydy = jxdx j ydy
D 0 X2 0 x2
[y 1t 5 e 11 1
=Ix—— dx:—IO<—x)dx=—(———)—__
s 2 yox? 2+ 24 6

Vi dy. Tinh tich phén hai 16p ” (x+6y)dxdy trong d6 D gidi han bai cac duong y =X,y = 5%, x = 1.

Giai : Trude hét phai v€ hinh, tim toa dJ cac giao diém dé xac dinh mién D.

Vi du. Tinh ” trong d6 D gidi han boi cac duongx =0,y =0,x+y =3.

(2x + y)dxdy
D

Vi du. Tinh tich phan hai lopJ‘J‘(Xz " yz)dxdy’ trong do D gi6i han boi cac duong y=X,y=x+1,y=1,

y=3.

bS:14

Vi du. Tinh tich phan hai 16p J’ I y’dxdy> trong d6 D xéc dinh bsi: y<x<2y
D 1<y<3

Vi du. Tinh tich phén hai 16p J‘J‘(y —1)dxdy" trong d6 D xac dinh bdi : xy >1; x >y ; X <3.

Tém lai : Nguyén tic chung:
- Viéc tinh tich phan hai 16p dugc dua vé tinh hai tich phan xac dinh 1an lugt theo timg bién s6.
- Khi tinh tich phan theo bién s nay thi xem bién s6 con lai nhu hang sd.
- Thu tu viét cc tich phan xé4c dinh va can ctia ching phu thudc vao cach xac dinh mién léy tich phan.

Céc tich phan duoc tinh theo thi ty tir phai sang trai. Khi cac tinh phan doc lap v6i nhau thi c6 thé tinh
chang cung luc.
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